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1. Algebrinés operacijos ir algebrinés strukturos

1.1. Aibés ir algebrinémis operacijos jose

Pagrindiniai zymeéjimai, kurie bus naudojami:

A — aibé, a € A — aibés elementas, B C A — aibés poaibis, &
— tuscioji aibé, ji yra bet kurios aibés A poaibis: @ C A.
Naudosime kiekybinius apibudintojus, vadinamus kvantoriais:
vV — bendrumo kvantorius (visi, kiekvienas, bet kuris),
3 — egzistavimo kvantorius (egzistuoja, galima rasti, yra toks).
Aibés elementus isvardinsime riestiniuose skliausteliuose:
A ={ay,ag,...,a,}, A= {a,} — baigtinés n ir dviejy elementy
aibés.
Naturaliyjy, sveikyjy, racionaliyjy, realiyjy skaiciy aibes zymésim
Sitaip:
NcZcCcQcCR-

Dviejy aibés elementy x,y € A operacija (x) vadinama bina-
rigja operacija: z = x * y;
Tarkime, Vz,y € A = z =z xy € A — sakysime, kad aibé A yra
uzdara operacijos (%) atzvilgiu; ¢ia = Zymi logine du teiginius I
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ir I] siejancia jungti, vadinama implikacija; I = I[ suprantama
kaip "jei I, tai I1".

Aibe A su joje apibréZta operacija () vadinsime algebrine struktura,
ja zymésime (A, x): (N,+), (Z,—), (Z,-).

Pavyzdziai

1. Dviejy elementy aibé
A = {a, f}, operacija @ apibréziame Sitaip:
aba=w0,adf=0oa=5080=q
turime algebrine struktura (A, ®).

2. Sveikieji skaiciai
Vm,n € Z apibréziame operacija o:
mon=m-n+m-n,lo2=1-2+1-2=1,
203=2-3+4+2-3=5,304=3—-4+3-4=11;
Turime algebrineg struktura (Z, o).

3. Kompleksiniai skai¢iai C' = {(z,y) : x € R,y € R},
21 = (21,91), 22 = (T2, ¥2),
apibréziame jy suma bei sandauga:
21+ 20 = (21 + 22,91 + Y2),
21 - 2 = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1);
turime algebrine struktura su dviem apibréztomis operacijomis:
(C,+,-).
Tokiu budu:
(1,2)-(2,3) =(1-2-2-3,1-3+2-2) = (2—6,3+4) = (—4,7).
Iprastas kompleksinio skai¢iaus zyméjimas (z,y)=z +1i - y==z,
¢ia i - toks skai¢ius, kad i% = —1.

4. n-maciy vektoriy erdvée R™
R" = {(z1,22,...,24), xj € R}, a = (a1,a2,...,a,),b=(b1,b2,...,by),
vektoriy suma: a + b = (ay + by, a2 + ba, ..., an + by).
Algebriné struktura (R™,+).

5. Antrosios eilés kvadratinés matricos



A:(all a2 ) B:<b11 bi2 )
as1 G922 ’ b21 b22 7
. a1 + b1 a2 + b2 >
suma A+ B = )
n < as1 +ba1  agz + bao
a11b11 + ai2ba1  ai11b12 + a12b2 >

sandauga A - B =
8 < ag1b11 + azzbor  azibiz + azebo:

Pavyzdziui,

1 2 5 0 (15427 1-0+2-(-1)\ [ 19
(o 207 5)=(a2id s i) - (s
Algebring struktura pazymékime (Maxo, +, ).

6. Vieno kintamojo daugianariai
Po(z) = apa™ + ap_ 12"+ - + a1z + ao,
kur a; € R, a,, # 0, vadinamas n-tojo laipsnio daugianariu. Dau-
gianariai sudedami ir dauginami pagal algebros taisykles:

An(x) + Bp(2) = (an + bp)a™ + (an—1 + by_1)z™ 1+ -+ (a1 +
bi)z + (ao + bo),

An(@) - Bm(2) = Cngm() =

anbmxn+m+(anbm—1 +an—1bm)$n+m_1+' : -+(a1b0+a0b1)x+a0b0.
n-tojo laipsnio daugianariy aibe pazymékime P™. Turime algebri-
ne struktura P", 4+, -.

1.2. Pusgrupeés
Apibrézimai

Tarkime, kad turime algebrine struktura (A, *).
Operacija (x) vadinsime komutatyvigja, kai Va,y € A:

TxY=yY*x
Operacija (x) vadinsime asociatyvigja, kai Vr,y,z € A
zx(y*z)=(z*y)*z
Kai operacija () asociatyvi, galime apibrézti bet kurio aibés

5

-2
—4

)



A elemento z n-tajj laipsnj:

" =xxT K xT.
—

n karty

Kai operacija (x), apibrézta aibéje A, yra asociatyvi, algebrine
struktura (A, ) vadinsime pusgrupe.

Pusgrupés elementa e € (A, x) vadinsime neutralivoju tada ir
tik tada, kai Va € A

EXT =T *x€=2T

Teorema. Pusgrupé turi vienintelj neutralyjj elementa.
Irodymas. { Tarkime, kad pusgrupé turi kitg neutralyjj elementg
e¢’. Pagal neutraliojo elemento apibrézimg gauname

! /
exe =€ xe=e

. Kita vertus,
exe =e' xe=¢

. Vadinasi, e = ¢’. ¢

Jei operacija (*) vadinsime sudétimi, ja dazniausiai Zymeésime
(+), o neutralyji pusgrupés (A,+) elementa vadinsime nuliniu
elementu arba tiesiog nuliu, 0. Sakysime, kad turime pusgrupe
sudéties operacijos atzvilgiu.

Jei operacija (%) vadinsime daugyba, ja dazniausiai Zymeésime
(), o neutralyji pusgrupés daugybos atzvilgiu (A,-) elementa va-
dinsime jos vienetiniu elementu.

Sudéties ar daugybos operacijy pavadinimai dazniausiai paren-
kami, jei nagrinéjamuose pusgrupése tos operacijos turi panasias
savybes, kokias turi mums jprastos skaic¢iy sudéties ir daugybos
operacijos.

Pusgrupe (A4, ), turinti neutralyjj elementa, vadinama mono-
idu. Jei operacija (x) yra komutatyvioji, monoidas, taip pat ir
pusgrupé, vadinami komutatyviaisiais.
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Pavyzdziai

1. ({0,1},®), ¢ia & zymima taip vadinama sudétis moduliu
du:
Va,be Za®d b= ((a+b)+2)

, kur () zymi dalybos liekana. Si operacija & yra komutatyvi ir
asociatyvi, nes jprastoji skaiCiy sudétis yra komutatyvi ir asocia-
tyvi, o suma moduliu 2 lygi nuliui jei jprastoji suma lyginé ir lygi
vienetui priesingu atveju. Pusgrupés (Z,®): nulinis elementas yra
nulis 0.

Operacija @ aibéje ({0, 1} naudojama matematinéje logikoje:
060=101=0,0p1=100=1,

vadinama sudétimi moduliu du arba iGimtinai arba. 2. Anksciau

aibéje Z apibrézta operacija o, operacija o néra komutatyvioji:

304=3—-4+3-4=11,4—-3+4-3=13,

nei asociatyvioji:

20(304)=20(3—4+3-4)=20(11) =2—11+22 =13,

(203)04=(2-34+2-3)0d=(5)od=5—-4+5-4=21.
Ankstesnio poskyrio 3 — 6 pavyzdZiy operacijos yra asociaty-

vios ir komutatyvios, iskyrus 5 pavyzdyje apibrézta matricy dau-

gyba, kuri néra komutatyvi:

(Fo) G )=(a) G )=(io)

Tarkime, kad (A, *) yra pusgrupé, turinti neutralyji elementa
e € A (monoidas). Jos elementas a* € (A, x) vadinamas simetriniu
elementui a € (A, %), jel
a*xa=axa" =e
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Teorema. Simetrinis elementas yra vienintelis.
Irodymas. { Tarkime, kad yra kitas simetrinis elementas ax*’.
Tada a* *a = e = a * a*’. Remdamiesi monoido asociatyvumu,
gauname, kad
a’ =exa* = (a**a)*a
Taigi a*’ = ax ¢.
Pastebékime, kad (a*)* = a. Kai (%) - sudétis, simetrinis ele-
mentas paprastai vadinamas priesingu, o kai daugyba — atvirksti-
niu.
Teorema.

x/ * *

=a**(a*xa*)=a*xe=a*.

(wxy) =y *a”
Irodymas ¢ I8 operacijos (*) asociatyvumo:
(xxy)* (Y *x2")=(xx(yxy"))xa2" = (z*xe)xz" =xxa"=e

. Panagiai gauname (y* * 2*) * (z xy) = ¢ §.

Tarkime, kad A C A, o ne visi aibés A elementai turi priesingus
elementus operacijos (%) atzvilgiu. Jei visi poaibio A elementai
z € A turi simetrinius z* € A, tai (121, %) yra monoidas.

Pavyzdziai
1. Pusgrupéje (N, +) neutraliojo (nulinio) elemento néra: 0 ¢ N,
né vienas pusgrupes elementas neturi priesingo.

2. Pusgrupéje (Z,+) priesingas elementas yra:

27 =—z:2+(—2)=(—2)+2=0.

3. Pusgrupé (Z,-) turi neutralyji (vienetinj) elementa — skai¢iy
1 € Z; atvirkstinis z € (Z, +) elementas yra

=71 = %,Z#OZ

Z- % = % -z =1

4. Kompleksiniy skai¢iy z = (z,y) = x+i-y aibé (C, +, -), kuri yra
pusgrupé tiek sudéties, tiek daugybos atzvilgiu, turi abu neutra-
liuosius elementus: (0,0) ir (1,0). Kiekvienas kompleksinis skai¢ius
turi priesinga (simetrinj sudéties atzvilgiu): —z = (—x, —y), o ne-
nulinis kompleksinis skaicius z = (z,y), (z # (0,0) turi atvirkstinj
(simetrinj sandaugos atzvilgiu) 2! = (= —fvg—i’_zﬂ): zx 2zl =
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2 lxz=e=(1,0).
5.Kvadratiniy antros eilés matricy aibé (Maxo,-) sandaugos at-
zvilgiu yra pusgrupe, turinti neutralyjj elementg — vienetine mat-

ricg K = ( (1) (1) >, o kiekvienas tos pusgrupés elementas A =

( a2 >, turintis nenulinj determinanta (tokia matrica va-
az1 a2

diname neisigimusia) D = det A = ajja9n — ajgas # 0, turi
atvirkstinj elementa:

A-1 = p-1. a2 —a21
—a12 411

Nesunku jsitikinti, kad A- A1 =A"1. A=F = ( (1) (1) >
Apibrézimas. Monoidas (A, *), kurio kiekvienas elementas x €
(A, %) turi simetrinj elementa, x* € A, vadinamas grupe.
Vadinasi, grupe (A, *) galima apibrézti ir kaip algebrine struktura
su Siomis savybeémis:
(1) operacija (*) asociatyvioji: x * (y x z) = x * (y * 2);
(2) egzistuoja neutralusis elementas: Je € A exx = x xe = x;
(3) kiekvienas elementas turi simetrinj: Vo € Adz* : z* xz =
Txaxt =e.
Komutatyvioji grupé dar vadinama Abelio grupe.
Pavyzdziai
5.(Z,+), (C,+) — komutatyvios (Abelio) grupés.
6.(Z,-), (C,-) — pusgrupes.

1.4. Baigtinés grupés

Tarkime, kad algebriné struktura (A, %) yra grupé ir aibé A yra
baigtiné: A = {aj,as,...,a,}. Skai¢ius n = |A| vadinamas grupés
eile.



Ciklinés grupés

Tarkime, kad (A, *) yra grupé. Kadangi (x) yra asociatyvi opera-
cija, kaip jau minéta anks2iau, galima apibrézti elemento a laipsnj:
a?=axa,a®=axa’=d’+qa,a"=a""'xa=axa""".
Susitarkime, kad a! = a, a® = e, kur e - neutralusis grupés elemen-
tas. Apibrézkime dar ir neigiamus elemento @ laipsnius: = = a*

— simetrinis elementas, a2 = a " txa" !, a7 = (a‘l)n. Akivaizdu,
kad algebriné struktura (a,*) = ({a",n € Z}, ) yra grupés (A, )
dalis, pogrupis. Ja vadinsime cikline grupe, generuota elemento a.

Cikliné grupé gali buti baigtiné arba begaliné. Jei grupé yra
baigtiné, visi bet kurio elemento laipsniai negali buti skirtingi (priesin-
gu atveju buty be galo daug elementy). Todél galima nurodyti tokj
maziausia naturalyjj skaiciy d, kad a® = e. Jis vadinamas baigtinés
grupes elemento a eile, taip pat ir jos generuojanciojo elemento a
eile.

Kéliniai

Baigtinés aibés A = {aq,aq, ..., a,} elementy abipus vienareiksmj
atvaizdavima ] tos padios aibés elementus vadinsime Sios aibés
elementy kéliniu:

_<1 2 3 -+ n-—1 n>
p ’il ’i2 ig in—l Z'n ’

Minéta abipus vienareikSmj atvaizdavimg vadinamas zodziu bijek-
cija. Tq patj keélinj galima perrasyti keliais budais:

(123 ay_(23 4 1)
“\4123)"\1234)
/123 4\ (2341
9=\a4 231 )" \2314)
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okiy budy yra n!.
Apibrézkime kéliniy binariaja operacija (), kuria vadinsime kéliniy
kompozicija:

a; ag a3z aaq bl bg bg b4 a; ag as
a*b: k —
b1 b2 b3 b4 Cl Cy C3 (4 Ccl1 C2 C3
Kéliniy kompozicija néra komutatyvi:
Frg— 1 2 3 4 . 41 2 3\ (123 4.
9= 41 2 3 1 423) \1423)
« f = 1 2 3 4 . 4 231\ (123 4
9*I=\41 2 31 3124) \3124)

Sitokios kéliniy pusgrupés operacija, pavadinta kéliniy kompo-
zicija, yra asociatyvi:

(fxg)xh=fx(g*h).

—_

Kéliniy pusgrupé turi neutralyjj elementa:
o — 12 3 -+ n—-1 n
\1 23 -~ n—-1n)

Kiekvienas pusgrupés kélinys p turi simetrinj kompozicijos at-
zvilgiu keélinj:

o= i1 G2 i3 o dp—1 ip )\ |
1 2 3 -+ n—-1 n )~
p-p=p-p=e

Vadinasi, kéliniy aibé, papildyta kompozicijos operacija, yra neko-
mutatyvi grupe.

11
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1.5. Ziedas ir laukas

Apibrézimas. Tegul A # (). Algebrine struktura (A,+,-) va-
dinsime Ziedu tada ir tik tada, kai
1) (A, +) yra komutatyvioji grupé;

2) (A, ) yra pusgrupis.

Kadangi algebriné struktura (A4, -) yra tik pusgrupe, daugybos
operacija () gali neturéti jprastos jai atvirkstinés operacijos — da-
lybos. Tarkime, kad z -y = 0 ir x # 0, y # 0. Tada strukturos
(A, +,-) elementai z, y vadinami nulio dalikliais. Jei Vo # 0 3x~1
(- 27! =271 2 =e), tai Ziedas neturi nulio dalikliy.

Apibrézimas Algebriné struktura (A, +,-) vadinama kunu, kai
A#Dir
1) (A, +) yra komutatyvioji grupé;

2) (A\{0},-) yra grupeé;
3) daugybos operacija yra distributyvi sudéties atzvilgiu: Ve, y, z €

N

x-(y+z2)=x-y+uz-z,
(y+2)z=y-a+z-z

Komutatyvusis kunas vadinamas lauku.

Pavyzdziai
1. Realiyjy skaiciy O(R, +, ) — kunas sudéties ir daugybos operacijy
atzvilgiu.
2. Tegul z,y € R. Matricos < _z ‘7;: ) sudaro kung matricy
sudéties ir daugybos operacijy atzvilgiu.

3. Kompleksiniy skai¢iy kunas (C, +,-).
2-jo pavyzdzio matricas uzrasius Sitaip:

x y\__ (10 . o 1y _ .
(_y$>—:p<01>+y<_10 =x-F+y-M,

nesunku jsitikinti, kad M? = —E. Vadinasi, galime sakyti, kad
2-jo ir 3-jo pavyzdziy kunai tapatus, o matrica M galime vadinti
menamojo vieneto ¢ viena is galimy matriciniy realizacijy.
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2. Kompleksiniai skaiciai

2.1. Apibrézimai ir zyméjimai

Kompleksiniy skai¢iy kunu vadinome algebrine struktura (C, +, -),
kur C = {(z,y), =,y € R}, turindia sudéties ir daugybos operaci-
jas:

21 = (x1,91), 22 = (22,42), 21 + 22 = (¥1 + Y1, 72 + Y2),
2122 = (T1 -T2 — Y1 - 2,71 - Y2 + T2 Y1).

Aibiy A ir B Dekarto sandauga vadinama aibé
Ax B= {(a,b), a€ A, be B}.

Vadinasi, kompleksiniy skaiciy aibé C' yra dviejy realiyju skaiciy
aibiy R Dekarto sandauga: C' = R x R.

Neutralusis sudéties atzvilgiu (nulinis) (C,+, ) elementas yra
0= (0,0):

:24+0=(z+0,y+0)=(0+4+2,0+y) =2z, Vz.

Neutralusis sandaugos atzvilgiu (vienetinis) elementas 1 = (1, 0):
z:1=(x-1-y-0,z-0+y-1) = (1-2—0-y,0-z+1-y) =1-2 = 2,
Vz.

2.2. Kompleksiniy skai€iy algebrinis pavidalas

Isspreskime lygtj 22 = —1 kompleksiniy skai¢iy aibéje. Turime
lygéiy sistema
22 —y? =-1,
2xy =0.
Kadangi z,y € R, turi buti z = 0 arba y = 0. Pirmaja lygtj galima
iSspresti, tik kai x = 0. Siuo atveju y = 1 arba y = —1. Gauname

du lygties sprendinius (0,1) ir (0, —1).
Pazymékime kompleksinj skaic¢iy (0,1) = ¢ ir vadinkime jj me-
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namuoju vienetu. Pavadinimas kildinamas i$ tapatybés
7= -1

Pastebéje, kad z = (z,y) = (2,0)+(0,y) = (z,0)+(0,1)-(y,0),

kompleksinj skaiciy z galime uzrasyti pavidalu
z=x+ 1y,

kurj vadinsime algebriniu kompleksinio skai¢iaus pavidalu.
Pazymékime x = Rez ir vadinsime kompleksinio skaic¢iaus rea-
ligja dalimi; Imz = y — menamqgja dalimi:

z= Rez +1i Imz

Dabar kvadratiné lygtis az® + bz + ¢ =0 turi dvi Saknis kai
jos diskriminantas D = b?> — 4ac yra neigiamas:

—b D
L VD

T2 20

2.3. Algebrinés operacijos su kompleksiniais skaiciais

Dviejy kompleksiniy skai¢iy z1 = (z1,41), 22 = (22,Y2),
sumy ir sandauga apibrézéme Sitaip :
21+ 22 = (w1 + 22, ¥1 + Y2),
21 - 22 = (1172 — Y12, T1Y2 + Tay1);
Uzrasykime kompleksiniy skai¢iy sumag ir sandauga algebriniu
pavidalu:
29 = (w2 + dy2),21 = (x1 + iy1),
21+ 22 = (z1 +22) + (Y1 + y2),
2122 = (w122 — y1y2) + i(v1y2 + T201).
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Deésniai
Nesunku patikrinti, kad kompleksiniy skai¢iy sudéties ir daugybos

operacijos tenkina komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvu-
mo désnius, kurie galioja ir realiesiems skaiGiams.

Komutatyvumas:

21+ 29 = 29 + 271;
2129 = 29" 21.
Asociatyvumas:

21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23
Z1 (2’2 . 23) = (21 . 2’2) + Z3.
Distributyvumas:

21 (24 23) =21 22+ 21 - 23.

Kompleksiniy skaic¢iy suma ir sandauga lengvai gausime, sudéje
ir sudaugine algebrinius kompleksiniy skai¢iy pavidalus.

Sudékime:

214+ 20 = (x1+ iy1)+ (24 iy2) = (x1+ x2)+ (iy1 + iy2) =
(ml + xz2) + i(y1 + y2).

Sudauginkime:

2120 = (x1+ wy1) - (xo+ dy2) = (z1+ iy1)-xo+ (x1+ iy1)-iy2 =
wo- (21 + dy1)+iye- (w14 iy1) = 1-@ot+ To-iy1+ iy2-x1+ Y2 iy =
(122 — y1y2) + i(z1y2 + T201).

Kaip matome, teko pritaikyti visus iSvardintus - komutatyvu-
mo, asociatyvumo bei distributyvumo - désnius bei menamojo vie-
neto esmine savybe: i? = —1.

Atimtis ir dalyba

Apart dviejy algebriniy operacijy - sudéties ir daugybos, mums
yra jprastos dar dvi aritmetinémis vadinamos operacijos - atimtis
ir dalyba. Algebrinése strukturose, turinéiose neutralius ir simet-
rinius elementus tiek sudéties, tiek daugybos atzvilgiu, jas lengva

15



apibrézti.

Pademonstruosime tai kompleksiniy skai¢iy pavyzdziu. Simet-
rinis elementui z sudéties atzvilgiu (priesingas) kompleksiniy skaiciy
kuno elementas yra

—z = —x —iy= —x — i(-y)
. Atimties operacija galime apibrézti Sitaip:
z1—29 = 21+ (—22) = (x1+iy1)+H(—x2+1i (—y2)) = (x1+ z2)+i (y1—Yy2).
z
Kompleksiniy skai¢iy z1 ir 2o # 0 dalmuo -1 yra toks komp-
)
leksinis skai¢ius w = x + i y), kad w - z0 = z1. I§ ¢la gauname
lygéiy sistema:
2T — Y2y = 1,
Yo + T2y = Y.

Jos sprendinys
rixrz o Y1y2

- 7y_ .
3+ y3 x3 + Y3

Taigi,
[ 5 ) . Y1Y2
2 23 +y2 23+ oyl
Atvirkstinis skaiCiui z = x + ¢ y kompleksinis skaicius yra toks:

1 x ; Y B z
- $2_|_y2 x2_|_y2_ $2+y2’

¢ia
Z=x — 1Yy
ir yra vadinamas skai¢iaus z jungtiniu kompleksiniu skaiciumi.
Akivaizdu, kad z = = + i 0 = =z yra realusis skaiius, t.y.

RcC

Vadinasi, dazniausiai naudojamy skaiciy aibes galime sutvar-
kyti Sitaip:
NcZcQcRccC
16



2.4. Kompleksiné plostuma

Kompleksinis skaicius z = = + iy = (z, y) i$ esmeés yra
apibudinamas realiyjy skai¢iy pora (z, y), su kuria esame jprate
tapatinti taska plokstumoje, kurioje yra Dekarto koordinadiy sis-
tema. Tos plostumos taska su realiosiomis koordinatémis (x, )
prisikirkime kompleksiniam skaic¢iui z = x + ¢ y, o pacia plostu-
ma pavadinkime kompleksine plostuma ir pazymékime C. Nuo rea-
liosos plokstumos ji skiriasi tuo, kad realiosios plok6tumos tasko
(z, y) nevadiname kompleksinio skai¢iaus x + i y vardu. Komp-
leksinis (ir realusis) vienetas kompleksinéje plokstumoje turi koor-
dinates (1, 0), o menamasis vienetas - koordinates (0, 1).

Apart Dekarto koordinaciy (x, y) plok$tumoje placiai naudo-
jamos polinés koordinatés (p, ¢), kur p = |z| = /22 +y2, 0 p —
spindulio, jungiané¢io taska (z, y) su Dekarto koordinaciy sistemos
pradzios tasku, sudaromas kampas su Oz aSimi.

Kompleksinéje plokstumoje p vadinamas kompleksinio skai¢iaus
z moduliu ir Zymimas p = |z|, o kampas ¢ — kompleksinio skai¢iaus
z = (z,y) = x + iy argumentu. Pastarajj galime rasti i§ lygéiuy
tan p = J arba

x . Y
— sinp = =,
|| ]

7zr. 1 pav.

17



1 pav. Kompleksinio skaic¢iaus vaizdavimas plostumoje

Nesunku suprasti, kad

argz = —argz,|z| = |2|,Z = 2

2.5. Trigonometrinis kompleksinio skaic¢iaus pavida-
las

Kadangi x = p cosp, y = p sinp, kompleksinio skai¢iaus z
algebrinj pavidala z = = + ¢y nesunku pertvarkyti i trigonometring
pavidala:

z = p(cos ¢ +isin )
Kompleksinio skaiciaus argumentq ¢ randame nevienareiksmiskai:
jo reiksSmeés gali skirtis dydziu 27k, k € Z. Sutarkime Zyméti
18



arg ¥ ¢t ja
vag ZJ,Z
meél

2 pav. Sudéties ir daugybos geometriné prasmé

Sudauginkime du kompleksinius skaicius, iSreikStus trigono-
metriniu pavidalu (zr. 2 pav.):
21+ 22 = (p1(cos o1 +isingr)) - (pa(cos 2 +isings)) =
p1p2 ((€os p1 cos g — sin ¢y sin @y) + 7 (sin 1 cos g + €os @1 8in p9)) =
p1p2 (cos (1 + ¢2) +isin (p1 + ¢2)) -
Kaip matome, trigonometrinis pavidalas patogus dauginant komp-
leksinius skai¢ius: dauginamuyjy moduliai sudauginami, o argumen-
tai sudedami. Kadangi
_ _ - 2
argz = —argz,[z| = |z], 2 - 7 = [2[7,
19



gauname
) - .. -
= =222 = |2 (pr(cos g1 + isingy)) - (pa(cos —pa + isin —py)) =
22 2222
1 ..
o (cos (1 — p2) T isin (01— 2)).
Taigi, dalindami du skaicius trigonometriniu pavidalu, jy modulis

daliname, o argumentus atimame.

2.6. Rodiklinis kompleksinio skai¢iaus pavidalas

Kompleksinio kintamojo funkcijy teorijoje realiojo argumento funk-
cijos f(x), apibréztos kompleksinés plokstumos realiojoje Oz aSy-
je arba jos dalyje, pratesiamos | visa plokStuma, prisilaikant tokiy
principy: kompleksinio kintamojo funkcija f(z) privalo islaikyti
senosios funkcijos f(x) savybes, o, kai z = z, (t.y., y = Rez = 0),
ju reikSmes turi sutapti: f(z) = f(x).

Rodikliné funkcija e®, prisilaikant tokiuy principy, pratesiama
Sitaip:

e” = "W = %W = % (cosy + ising)
Jei taip,
cosy +isiny = ¥

. Tada kompleksinj skaiciy galime uzrasyti dar ir rodikliniu pavi-

dalu:

2z = (z,y) = = +iy = |2|(cos arg z + isinarg z) = |z|e'*8% = pe'¥
Jungtinis kompleksinis skai¢ius uzraSomas Sitaip: Z = pe™™%, o
trigonometriniu pavidalu gautosios kompleksiniy skaic¢iy daugybos

ir dalybos taisykleés isplaukia i$ rodiklinés funkcijos savybiy:

_ 7 ) _ 7 +
2129 = p1e¥' - pae™? = prpoe (p1+p2)

7
2 _ et P i)
Z2  p2eF2 o

20



2.7. Kompleksinio skaic¢iaus laipsnis

Tiek trigonometriniu, tieki rodikliniu pavidalais, padaugine kompleksinj
skaitiy z i8 jo paties n — 1 karty, kur n € N, gauname Muavro!
formule

2" = p"(cosnp + isinng) = p"e?.

Pastebékime, kad

1

(eiso)—l = (Coscp + 72 sin gp)_ = COS (_90) + 7sin (—(,0) — e—i¢7

vadinasi, Muavro formulé galioja visiems n € Z.

Taikydami Muavro bei Niutono? dvinario® (binomo) formules,
galime gauti daugelio trigonometriniy tapatybiy jirodymus. Pavyz-
dziui,

(cos ¢ + isin ) =
cos® p+ 3 cos? psin g — 3cos<psin2 p— isin® p =
€os 3¢ + i sin 3.

Paskutiniojoje lygybéje realiosios ir menamosios dalys turi buti ly-
gios, gauname:

cos 3¢ = cosgcp — BCoscpsin2<p = 400834,0— 3cos

sin 3p = 3cos2<psincp — singgp = 3sin<p—4sin3<p

! Abraham de Moivre (1667 - 1754), prancizy matematikas

Isaac Newton (1642 - 1727), angly fizikas, matematikas, astronomas, filo-
sofas, alchemikas, teologas

3a+ib)" = a" + Cla™ 1 (ib) + C2(bi)* + - - - 4+ CFaF (i) % + .- + (ib)",

|
k k_ L.
wr Cn = o !
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Saknis i§ kompleksinio skaic¢iaus

Apibrézkime n-tojo laipsnio Saknj i kompleksinio skaiciaus,
neN
z = p(cos ¢ + isin ) kaip lygties

w =z

sprendinj.

Pazymékime |w| = r, ¢ = argw. Tada w" = r"(cosniy +
isinny) = p(cos @ +isinp), arba r™ = p ir nyp = o+ 27k, k € Z.
Is ¢ia gauname, kad

w+ 2rk
n

r=/p, Y= , k=0,1,...,n—2.
Vadinasi, yra lygiai n skirtingy n-ojo laipsnio Saknies reiksmiy
Wp, Wy, **+y Wp—1:

27k 2k arg z+2nk
wp — W<Cosargz+ ™ +z‘cosargz+ ™ >: /e = k7
n n

k=0,1,...,n—1,

nes, kai k& = n, dél trigonometriniy funkcijy periodiskumo gau-
name tg pacia reikSme, kaip ir tada, kai k& = 0. Visos §ios n-ojo
laipsnio Saknies {/z yra taisyklingojo n-kampio, jbrézto j spindulio

|z| apskritima su centru koordinac¢iy pradZioje, virsuneés (7zr. 4
pav.).
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",rl_}

argE

3 pav. Saknies reik§més

3. Matricos

3.1. Pagrindinés savokos

Matrica vadinsime sta¢iakampe lentele

ail a2 e QA1in
a a e a

o 2 = (i) = s lmns
Aml Am2 ... Qmn

¢ia m — eiluciy skaicius, n — stulpeliy skaicius, a;; — matricos ele-
mentas, i,j — elemento indeksai. Sakoma, kad matrica m x n —
mate.

Véliau kalbésime apie matricy sumos ir sandaugos operaci-
jas, todél dazniausiai naudojamy matricy elementai - algebriniy
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struktury, pavyzdziui, R, +, - elementai:

1 2 3 4
-1 0 5 4 ],
0 01 0
dia m = 3, n = 4, o, pavyzdziui, azq = 1.
Pravercia ir matricos, kuriy elementai kad ir diferencijavimo
simboliai arba funkcijos; tokiy pavyzdziai yra n kintamyjy funk-

cijos f(x1,x2,...,z,) gradientas ( 88_;1 g—gg; aam—]; ) ir nabla
operatorius® ( 8%1 8%2 % ), Sios matricos n X l-mates.

n X 1 — mateés ir 1 X m — matés matricos taipogi vadinamos
vektoriais. 1 x 1 — maté matrica ((aq1) turi vienintelj elementa
ajy.

Transponuotgja matrica vadinsime matrica, kurios kiekvienos
eilutés elementai yra ankstesniosios (kuria transponuojame) mat-
ricos stulpeliy elementai:

(aij)men = (aji)mxn
Akivaizdu, kad
(AN =4
Pavyzdziai
123 4\ ; _01 8
1 -1 0 5 4 = 3 5 1
0 010
4 4 0
a
2 (al a2...an)T = a2
Qn

4Nabla operatorius yra diferencialinis operatorius, naudojamas fizikoje, ap-
skai¢iuojant gradienta, divergencija, rotoriy
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Sitokiq transponuojamaja matrica vadiname matrica-eilute, o
transponuotaja — matrica-stulpeliu.
Kvadratine matrica vadiname n X n — mate matrica:

ai;] aiz2 ... Qin
aszy a2 ... Qa2n _( )
= \Qij mxn
anp1 Ap2 ... Qpn
Jos elementai a1, a9, ..., a,, vadinami kvadratinés matricos
pagrindinés gstrizainés ellementais, o ain,a2p—1,...,a,1 — Salu-

tinés jstrizainés) elementais.
Kvadratiné matrica A vadinama simetrine matrica tada ir tik
tada, kai
AT = A

. Antisimetriné matrica atpazjstama i jos esminés savybeés
AT = — A

. Pavyzdziai

1 2 . . .
1. 9 3 — simetriné matrica;

0 1
o (1)

— antisimetriné matrica, viena i§ daugelio menamojo vieneto i$
kompleksiniy skaiciy kuno galimy israisSky matricomis.

3.2. Algebrinés matricy operacijos

Matricy sudétis

Dviejy vienmaciy matricy suma vadiname to paties matavimo
matrica, kurios kiekvienas elementas lygus atitinkamy sudedamuy
matricy elementy sumai:
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(i) mxn = (@ij)msn T Bij)sn = (@5 + bij)un

Trumpai uzrasome Sitaip:

C= A+ B

(5 0) =0 2) (5 0)

— kompleksinio skai¢iaus matricinis atitikmuo, uzraSytas kaip
simetrinés ir antisimetrinés matricy suma. Matricy sudéciai galioja
mums jprasti skaiGiy sudéties désniai:

komutatyvumo

Pavyzdziui,

A+B=B+A

asociatyvumo
(A+B)+C=A+(B+C)

. Vadinasi, to paties matavimo matricos sudaro pusgrupe juy sudéties
operacijos atzvilgiu, komutatyvia. Toji m x n —madciy matricy pus-
grupé (A, xn, 1) turi neutralujj (nulinj) elementa, kuris vadinamas
|textitnuline matrica — tai matrica, kurios visi elementai nuliniai:

Om><n = (O)an

Kad tokia matrica yra nulinis matricy pusgrupés elementas, seka
i matricy sumos apibrézimo:

A+0= (aij+ O)mxn: (0+ aij)mxn: O+A= 4, vA
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Matricos daugyba is skaliaro

Skaliaru vadinamas dydis (galbut kintamas, t.y., funkcija), ku-
riam iSreiksti pakanka vieno algebrinés strukturos (A,+,-) ele-
mento. Dazniausiai skaliarais vadinsim realiuosius skaicius a €
(R, +,).

Tegul A — skaliaras. Matrica A dauginame is skaliaro padau-
gindami i3 jo kiekviena matricos elementg:

A A= | Aagl|

mxn

+(43)=(53)

Matricy daugybai i$ skaliaro galioja jprasti skaic¢iy daugybos désniai:

komutatyvumas A- A = A - \;

asociatyvumas A - (uA) = (Ap) - A4;

distributyvumas:

1) M(A+ B) = AA + A\B;

2) A+ p)A = A+ pA.

Padaugine matrica A i§ —1, gauname prieSingg matricai A elemen-

ta matricy sumos atzvilgiu — A, vadinasi, matricy sudéties atzvil-

giu (A xn, +)-¢iy matricy algebrinis darinys (Ay,xn, +) yra grupé.
Matricy atimties operacija tokiose grupése apibréziama jprastu

budu: A — B= A+ (—B).

. Pavyzdziui:

Matricy daugyba

Matricas A, xp it By« vadiname suderintomis: pirmosios kiek-
viena eiluté, o antrosios kiekvienas stulpelis turi po vienoda elementy
skaic¢iy, lygy n.

27



Jei matricos A, xp it Brxk nesuderintos (n # r), sakoma, kad
matricy sandauga neegzistuoja. Suderinty matricy sandauga api-
bréziama Sitaip:

Amxn - Baxk = Cmxk = (Cij)mxk7
kur

n
Cij = E aisbsj, i:1,2,...,m, jZl,Q,...,TL.
s=1

Sandaugos C' elementg c;; gauname sudauging kairiosios matricos

ail a2 - Aln
aji1  Ai2 " Qin
ml1 Am2 - Qmp

i-tosios eilutés ir deSiniosios matricos

bll v blj v bln
bzl bij bzn
bml v bmj v bmn

j-tojo stulpelio atitinkamus elementus ir sandaugas sudéje.

Pavyzdziai.
1.
8 9
12 3 10 11 | = 1-84+2-10+3-7 1-9+2-11+3-14\ [ 31 73
4 5 6 7 14 -\ 4:8+5-10+6-7 4-9+5-11+6-14 ) \ 124 175

Sis pavyzdys jrodo, kad matricy daugyba nekomutatyvi A- B #
B-A:
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8:1+9-4 8:2+9-5 8:3+9-6

8 9 1 2 3
10 11 -<4 5 6)2 10-1+11-4 10-2+11-5 10-3+11-6
7 14 7-1+14-4 7-2+14-5 7-3+14-6
44 61 78
o4 75 96
63 140 105

Kaip matome, matricy sandaugos, sukeitus dauginamuosius
vietomis, yra skirtingy matavimy matricos.
2.

(2a)(23)=(hn) (G3)(e3)=(50)

Siy matricy abi sandaugos A - B ir B - A egzistuoja ir yra vienody
matavimy, bet nesutampancios, nevienodos matricos.
3. Matricos < a:y z > kurios yra vienos i§ daugelio kompleksiniy
skai¢iy z = x + 4y matriciniy iSraisky, yra tarpusavyje komuta-
tyvios sandaugos atzvilgiu, kaip ir kompleksiniai skaiciai.

Jei A-B = B-A, matricos A ir B vadinamos komutuojanciomis.

Neutralusis sandaugos operacijos atzvilgiu elementas vadina-
mas — vienetiné matrica

Lo 1 0 0
E2:<O 1>7E3: O 1 0 wuyEn:(eij)an’
0 0 1

kur e;; = d;; = {1’ ka% e
0, kai # 7,
0;; vadinamas Kronekerio simboliu. 5
Kokig matrica bedaugintume i$ vienetinés matricos, sandauga
lygi tai matricai:

Amxn : En = Amxn7 En : ank = anka \V/Aan,v ank

®Leopold Kronecker (1823 - 1891) - vokie¢iy matematikas, zinomas ir savo
posakiu" Dievas sukuré sveikuosius skaic¢ius, kitka padaré zmoneés".
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Matricy daugybos désniai pazjstami i§ skaic¢iy daugybos: aso-
ciatyvumas:
A-(B-C)=(A-B)-C;
distributyvumas:
1) (A+B)-C = AC + BC,
2) A-(B+C)=AB+ AC.
Du distributyvumo désnius teko uzrasyti todél, kad matricy
daugybai komutatyvumo désnis negalioja.
Kvadratinei matricai A = A, «, galima apibrézti matricos k-
taji laipsnj, k € N:
AF=4.4... A
—
k—karty

Sandaugos transponuotoji matrica lygi transponuotyjuy matricy
sandaugai, dauginant prieSinga tvarka:

(A-B)Y =BT . AT

4. Determinantai

4.1. Determinanto sgvoka

Determinantas yra tam tikras skaliarinis, siejamas su kvadratine
matrica A, x n = A, = A, n vadinamas matricos eile. Deter-
minanta Zymine detA, det(A), |A|. Ji apskaiciuosime algebriniy
operacijy su matricos elementais pagalba, nors yra ir kitokiy de-
terminanto radimo budy. Tiesinéje algebroje determinanto savoka
placiai naudojama, pavyzdziui, sprendziant tiesiniy lygéiy siste-
mas, kuriy matricy determinantai nelygus nuliui.

Antrosios eilés determinantas lygus matricos pagrindinés ir Sa-
lutinés jstrizainiy elementy sandaugy skirtumui:

a1 a12

= a11a22 — 12021;
a1 a ’
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Treciosios eilés determinantas

aip a2 ai3
a1 Q22 a23 | =
azy az2 asg

(11022033+012023031+013021032—013022031 —012021033—011023032.

as)
4 pav. Treciosios eilés determinanto skaic¢iavimo taisykle

Pavyzdys

0~ W
Il

1 2
0 4
5 6
1-4-84+2-7-5+3-0:6-3-4-5-2-0-8-1-7-6=
324+70+0—-60—-0-42=0.

Matrica, kurios determinantas lygus nuliui, vadinama i$sigimu-
sia.

4.2. Determinanto apibrézimas

Nesunku pastebéti, kad antros (trecios) eilés determinantus ap-
skai¢iuojame sudédami visas jmanomas dviejy (trijy) matricos elementy,
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esanciy skirtingose eilutése ir skirtinguose stulpeliuose, sandau-
gas, tik puse ty sandaugy sudédami padauginame is (—1). Beliko
igsiaiskinti, kurias.

Kéliniu vadinome aibés {1,2,...,n} bijekcija f (abipus viena-
reikSmj atvaizdavima) i ja pacia:

f‘(n iz - zn>

Cia i; € {1,2,...,n}, Vj € {1,2,...,n}. Ta patj kélinj f galima
uzraSyti n! skirtingais budais, sukeitus vietomis lentelés stulpelius,
pavyzdziui,

1234\ (21 43\ (2413
2 341) \(3214) \3124)

bet 8jsyk mums svarbiausia yra keélinio standartiné israiska, kai pir-

mojoje eilutéje yra skaiciai isrikiuoti didéjimo tvarka: (1,2,...,n).
Tada kélinj galime uzrasyti dar papraséiau: (iy,io,- - ,in).
Sakome, kad skaic¢iai i; ir i;41 sudaro vieng kélinio (i1, 42, , i)

netvarkq (inversijq), jei i; > ij41.

Pavyzdziui, kélinio (1,2,3,5,4) inversija sudaro skaic¢iai 5 ir
4. Kity inversijuy $is kélinys neturi. Kélinys (1,3,5,2,4) turi tris
inversijas: (3,2), (5,2), (5,4). Netvarkas paprasta suskai¢iuoti,
skai¢iuojant, kiek karty gretimus kélinio skaicius reikia sukeisti
vietomis norint kélinio skaicius isrikiuoti didéjimo tvarka. Kélinyje
(1,3,5,2,4) dvejeta sukeitus vietomis su penketu, po to su trejetu
(dvi netvarkos), beliks penketa sukeisti su ketvertu (i$ viso - trys
netvarkos).

Kélinys, turintis lyginj netvarky skaiciy, vadinamas lyginiu, o
nelyginj — (nelyginiu kéliniu).

Sutarkime, kad matricos elementus auks¢iau minétose sandau-
gose isrikiuosime taip, kad pirmieji indeksai sudarys standartinj
kelinj, t.y., bus isrikiuoti jy didéjimo tvarka (dauginamuosius su-
keisti vietomis galime dél daugybos komutatyvumo).
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Apibrézimas. n-tosios eilés kvadratinés matricos A = (a;;)
determinantu vadinamas skai¢ius

nxn

detd = [A] = Y (D@ ="ag ag, - ag,,

(41,82, in)

¢ia sudétos visos jmanomos matricos n elementy, esanciy skirtingo-
se eilutése ir skirtinguose stulpeliuose sandaugos ai;, @2i, -+ - Gni,, ,
vadinamos determinanto nariais, o I(i1,i2,...,1,) Zymi kélinio
(i1,12,...,1y), sudaryto i$ tokio determinanto nario elementy antryju
indeksy, netvarky skaiciy.

Nesunku patikrinti, kad ankstesnés 2-os ir 3-ios eilés determinanty
skai¢iavimo taisyklés atitinka 8] apibrézimg. Kai n = 1, t.y., kai
matrica (a;1) turi tik viena elementa, o jos determinantas - tik vie-
na narj aj1, matome, kad to nario "antryju indeksy kélinys" (1)
neturi netvarky, todél tokios matricos determinantas det(aq;) =
(—1)0a11 = ail-

Ketvirtosios eilés determinantas

ailp a2z a3 a4
21 G22 23 Q424
azy az2 azz as4
aq1 Q42 Q43 Q44

turi 4! = 24 narius; pavyzdziui, determinanto narys aizasqasiaqo
sudedamas nekeitiant jo zenklo, nes (—1)/G412) = (—1)* = 1.

Suprantama, kad didesniy eiliy determinantus skaiciuoti tie-
siogiai pagal determinanto apibrézima buty labai sunku ar netgi
nejmanoma.b.

4.3. Determinanty savybes

5Operacijy skai¢iaus augimas, sulyginamas su faktorialo n! augimu didéjant
n, yra nepaprastai spartus ir vadinamas kombinatoriniu sprogimu
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1. Transponuojant matrica jos determinantas nesikei¢ia:
det AT = det A

. O Isties, pagal determinanto apibrézima, apskai¢iuojant transpo-
nuotosios matricos determinanta sudedamos tos pacios elementy,
esanciy skirtingose matricos eilutése ir stulpeliuose, sandaugos,
kaip ir apskaiCiuojant pradinés matricos determinanta, tik visy
elementy indeksai susikei¢ia vietomius. Kiekvieno determinanto
nario Zzenklas lieka tas pats, nes minéty sandaugy elementy indeksy
kéliniy netvarky skaic¢ius nesikeicia. ¢

2. Determinanto savybés, galiojancios eilutéms, galioja ir stul-
peliams.

¢ Teiginys yra pirmosios determinanty savybés isvada.4

3. Dvi determinanto eilutes (stulpelius) sukeitus vietomis, de-
terminantas keic¢ia zenkla.

¢ I8ties, pagal determinanto apibréZzima, pakinta tik kiekvieno
determinanto nario i$ antryjy to nario elementy sudarytas kélinys
- jame atsiranda (arba pradingsta) viena netvarka. Jei tas kélinys
buvo lyginis, jis tampa nelyginiu, ir atvirksc¢iai. Vadinasi, kiek-
vieno determinanto Zenklas virsta prieSingu, taigi, determinantas
keicia zenkla.4¢

4. Determinantas, turintis dvi vienodas eilutes (stulpelius),
lygus nuliui.

¢ Kadangi sukeitém eilutes vietomis, |A| = —|A|. I8 kitos puses,
|A| = |A|, kadangi vietomis sukeitém nulines eilutes. Vadinasi,
Al =0.4

5. Visus vienos determinanto eilutés (stulpelio) elementus pa-
daugine i$ skaliaro A, determinanto reikSme padauginsime is \.

¢ Irodykime teiginj eilutéms. Padaugine visus j-tosios de-
terminanto eilutés elementus i A, kiekvienas determinanto narys
A1iy Q24 *** Aji; * Ay, padauginamas is \:

alil a2i2 o e )\a“jij oo anin = )\(alil a2i2 oo a“jij PR anin)
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Vadinasi,

all a1 e A1n aip a2 ... Qip
/\ajl )\an e /\ajn = A ajl aj2 e ajn
anl an?2 e Ann an1 aAp2 ... Qpn

pakinta tik kiekvieno determinanto nario i$ antryjy to nario elementy
sudarytas kélinys - jame atsiranda (arba pradingsta) viena netvar-
ka. Jei tas kélinys buvo lyginis, jis tampa nelyginiu, ir atvirksciai.
Vadinasi, kiekvieno determinanto zenklas virsta prieSingu, taigi,
determinantas keiGia Zenkla.4

6. Determinantas, turintis dvi proporcingas eilutes, lygus nu-
liui.

¢ Teiginys yra pastaryjy dviejy determinanto savybiy iSvada. 4

7. Jei determinanto kurios nors vienos eilutés (stulpelio) ele-
mentai yra dvieju démeny sumos, tai determinantas lygus sumai
dvieju determinanty, kuriu viename minétaja eilute (stulpelj) su-
daro pirmieji demenys, kitame - antrieji démenys, o likusios eilutés
(stulpeliai) sutampa su pradinio determinanto eilutémis (stulpe-
liais).

¢ Tarkime, visi j-sios eilutés elementai yra tokios sumos:

ail a2 e QA1in
— . / . / . /
D = |ap+a; apta;, ... ajpta;,
(0775} an?2 e Apn

Kiekvienas tokio determinanto narys yra dviejy kity determinanto
nariy suma:

/ /
A1iy @2iy +* (Qjiy ;) Qi = 13,0245~ Qji; * Oy, + Q13,0205+ + @

Jij
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Vadinasi,

a1 a2 ... Ay ailr a2 ... Qg
— . . . / / /
D = |aj ajp ... aj |+ aj iy ... A, ¢
Gp1  QAp2 ... Qpp apl Ap2 ... Gpp

8. Determinantas nesikeicia, jei prie vienos jo eilutés (stulpe-
lio) pridedama kita jo eiluté (stulpelis), padauginta(s) i§ bet kokio
skaliaro.

¢ Pagal ankstesniaja savybe, gautasis determinantas yra dviejy
determinanty suma, pirmasis lygus pradiniam determinantui, o
antrojo dvi eilutés proporcingos, todél, pagal Sestaja savybe, jis
lygus nuliui.¢

4.4. Determinanto elementy minorai ir adjunktai

n-sios eilés kvadratinés matricos A, = A = (a;;) (arba deter-
minanto |a;; |) elemento a;; minoru M;; vadinamas (n — 1)-sios
eilés determinantas, gaunamas iS matricos A pasalinus visus i-sios
eilutés bei j-jo stulpelio elementus:

ail . a1j5—1 a1j+1 . QA1p
M. — aj—11 .- Qi—1j-1 Qi—154+1 .- Gi—1n
i o=
J @411 -+ Gi415-1 Qi41541 - - Gi4ln
(0775} e anj_l anj+1 e Apyn

Elemento a;; adjunktu A;; vadinamas minoras, tik tuo atveju, kai
elemento a;; indeksy suma nelyginé, jo Zenklas keic¢iamas prieSingu:

Ay = (1) M

Pavyzdziai
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1
1. Matricos A = 4
7

oo Ut N
O Oy W

) elemento, lygaus 4, minoras yra
3
9

Mglz‘ ‘:18—24:—6,

2
8
o elemento, lygaus 5 -

1 3
M22—‘7 9 ‘—9—21_—12

2. Pirmojo pavyzdzio elementy adjunktai Ay = (—1)>*! - Moy =

6, O A22 = (—1)2+2 . M22 = —12.

1 2 .

3 4 adjunktas Ao = (—1)1%2.3 = -3.
Pastaba. Matricy teorijoje naudojama ir kitokia minoro sam-

prata. Nebutinai kvadratinés matricos Apxn = (asj) k-tosios

eilés minoru vadinamas k-tosios eilés determinantas, sudarytas

i matricos elementy, esanciy kuriy nors k£ matricos eiluciy ir &

stulpeliy sankirtoje:

3. Matricos A =

Qiygy Qiyge 7 Qiggy
My, = Qizgy  Qigga "' Qiggy,
Qiggr Qigga " Qiggy

, Cla, suprantama, k£ < m ir k < n. Siuos minorus naudosime
veéliau, jie nesiejami su kuriuo nors matricos elementu.

4.5. Determinanty skai¢iavimas

Suprantama, tiesiogiai pagal determinanto apibrézimg apskaiciuo-
ti aukstesniy eiliy determinanty reikSmes pernelyg sudétinga.
Teorema. Determinantas lygus bet kurios jos eilutés (stulpe-
lio) visy elementy ir jy adjunkty sandaugy sumai:
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n n
detAn = |aij|n><n = E aij . Aij = E aij . Aij
=0 7=0

Tokia determinanto iSraiSska vadinama determinanto skleidiniu ei-
lute (stulpeliu).

¢ Tarkime, kad patj determinantg ir minorus skai¢iuojame pa-
gal determinanto apibrézima (minorai juk yra vienetu Zemesnés
eilés determinantai). Kad determinanto skleidinyje bet kuria eilu-
te (stulpeliu) yra visi determinanto nariai (jo n elementy, esanciy
skirtingose eilutése ir stulpeliuose, sandaugos), akivaizdu. Kad
daugiklis (—1)"*/ igkurio dauginame kiekviena minora M;; ap-
skai¢iuodami adjunkta A;;, garantuoja, kad visos sandaugos de-
terminanto skleidinyje bet kuria eilute (stulpeliu) yra to paties
zenklo, kaip determinanto nariai, jrodykite patys.4

Prisiminkime astuntaja determinanto savybe: jei prie vienos jo
eilutés (stulpelio) pridedama kita jo eiluté (stulpelis), padaugin-
ta(s) i8 bet kokio skaliaro, determinanto reik§meé nesikeicia.

Vadinasi, jei tokiy determinanto pertvarkiy, vadinamy jo ele-
mentariaisiais pertvarkiais, pagalba determinanto eilutéje (stulpe-
lyje) gausime daug nuliniy elementy, jo skleidinj minétos eilutés
(stulpelio) elementais apskai¢iuoti bus nesunku.

Pavyzdziai
1.

1 21
2 4 3 |=

5 6 2

4 3 2 3

V11 (112
1-(-1) 62‘—1—2(1) 52‘—1—
2 4

1-(-1) ‘56' 104+22-8=4



2. Pridékime prie determinanto antrosios eilutés pirmaja eilu-
te, padauginta i —2 ir iSskleiskime gautajj determinanta antraja
eilute:

1
2
5

S =N

S O N

N =
I
[
T
—_
~—
[N}
+
w

4.6. Atvirkstiné matrica

Atvirkstine kvadratinei matricai A vadiname tokia matrica ,
kai
A-B=B-A=F

Ja Zymésime B = A™!, kitas paplites jos Zyméjimas I.
Teorema. Kvadratiné matrica gali turéti tik viena atvirkstine
matrica.

{ Tarkime, kad A’ yra kita atvirkstiné matrica. Tada
A =AFE=AAA) = (AAA T =FEA ' =A"1 ¢

Lema. Jei determinanto skleidimo formuléje pakeistume toje for-
muléje jraSytosios eilutés (stulpelio) elementus kitos eilutés (stul-
pelio) elementais, gautoji suma buty lygi nuliui:

n n
Qi = Zaik'Aij = Zarj‘Aij =0/ k#j, r#i
i=0 j=0
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¢ Tarkime, eina kalba apie determinanto

aip -0 aij—-1 A1k Q141 - Qln

azy -+ a2j5-1 Q2 G25+1 - QA2n
(Ao = 70 T T T )

anl "+ QApg-1 Gpk GQngj4+1 - GQnn

kuriame vietoje j-tojo stulpelio elementy jrasyti k-tojo stulpelio
elementai, skleidinj j-tuoju stulpeliu:

n
Aljcr =Y adi
i=1
Sis determinantas turi du vienodus stulpelius ir todél pagal ketvir-
taja determinanty savybe jo reikSmeé lygi nuliui:

Zaiink =0, j#k
i=1

¢

Teorema. NeiSsigimusi kvadratiné matrica A (det A = |A] #
0) turi atvirks$tine matrica ir ji lygi transponuotajai matricos A
elementy adjunkty matricai, padaugintai i§ skaliaro, atvirkscio
matricos determinantui:

All A21 e Anl

1 A A e A
A—l - 12 22 n2
Aln A2n o Arm

¢ Padaugine transponuotaja adjunkty matrica iS matricos A iS
kairés arba is deSinés, pagrindinéje jos jstrizainéje gautume dy-
dzius, lygius detA, isskleistam atitinkamos eilutés (stulpelio) ele-
mentais, o kiti matricy sandaugos elementai lygus nuliui, nes lygus
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vienos matricos A eilutés (stulpelio) elementy ir kitos eilutés (stul-
pelio) elementy adjunkty sandaugy sumai, kuri, pagal jrodytaja
lemg, lygi nuliui. Padaugine sandauga i$ skaliaro ﬁ, gauname
vienetine matricag E. ¢

Teorema. det(AB) = det Adet B.
Sig teorema pateikiame be jrodymo.

Isvada. Jei det A = 0, atvirkstiné matrica A~! neegzistuoja.

¢ Kadangi detE=1, prieSingu atveju i§ atvirkstinés matricos
apibrézimo A™'- A = E, jrodytosios teoremos ir prielaidos det A =
0 gautume priestarg: 1 =det E =det Adet A1 =0. ¢

Pavyzdys.
Raskime matricos
1 2 3
A=11 0 0 -1
01 3
atvirkstine matricg.
0 -1 2 3
_ (_1\1+1 _ — (_1)2+1 - _
A =(-1) 1 3 ‘ 1, Ay =(-1) 1 3 ‘ 3,
2 3 0 -1
_(_1)3+1 _ — (_1\1+2 _
Asz1 = (1) 0 —1 ‘ 2, Ajp = (—1) 0 3 ' 0,
1 3 1 3
(1242 _ —(_1)3+2 _
Agg = (—1) 0 3 3, Ass = (—1) 0 —1 ‘ 1,
00 1 2
— (_1)\1+3 _ — (_1)2+3 - _
A13 _( 1) 0 1 07 A23 ( 1) 0 1 ‘ 17
343 | 1 2
A33 = (—1) 0 0 = O,detA = 1.
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Vadinasi,

1 -3 -2
A= 0 3 1
0 -1 0

5. Tiesiniy lygc¢iy sistemos

Apibrézimas. Funkcija f(X) vadiname tiesine funkcija tada
ir tik tada, kai ji tenkina dvi savybes:

f(Xq+ Xo) = f(X1) + f(X2), f(cX)=cf(X),

VX, Xy, X, c Cia - skaliaras.

Pavyzdziai.
1. f(zr)=az, € R

O Isties, f(z1+22) = a(z1+22) = az1 +azz = f(z1) + f(22),
flex) = alcx) = claxy) = cf (). ¢

2. f(X)=aeX, X € R?, a € R?, e 7Zymi skaliarine sandauga.
Kitaip sakant, jei X = (x1,22), a = (a1,a2), f(X) = f(z1,22) =
a1xr1 + asxa.
O f(X1+4+X2) = f((x11+ 212,221 +T22) = a1(z11 +x12) +az(x21 +
x22) = (a1211 + azx12) + (a1221 + azwan) = f(X1) + f(X2),
f(eX) = (a1,a2) ® (c(x1,22)) = (a1,a2) ® (cx1,cx2)) = ai(cxy) +
as(cxa) = clagxy) + agws) = cf(X). ¢

3. f(X) = flzn—1,29, - Tp) = a121+agxa+- - +apx,, n €
N. ¢ Analogiskai, kaip antrajame pavyzdyje. ¢
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Apibrézimas. Tiesiniy lygciy sistema vadiname lyg¢iy rinkinj

a1 + a2 + -+ a1p Ty = by,

2121 + a2 + - -+ + a2pT, = ba,

Am1T1 + Ama®2 + -+ AmanTn = by

Sakome, kad sistema turi m lyg¢iy ir n nezinomuyjy x1, zo, . ..,
. Kiekvienos sistemos lygties kairioji pusé yra tiesiné treciojo
pavyzdzio funkcija.

Sistemos nezinomuyjy reikSmiy rinkinj vadinsime sistemos spren-
diniu, jei jo reiks8més, jstacius jas i sistemos lygciy kairiasias puses,
visas lygtis pavercia tapatybémis. Sprendinj sutarkime uzraSyti
tokiu pavidalu:

(1, 22,...,2p)
Pavyzdys.
T+ 220+ 323 =1,
—x1 + 523 = 0,
—3x1 + 49 — 23 = 5.
Matrica
aipr a2 o Qlp
A— | @2 a2 - a2 7
Aml Gm2 G
vadiname sistemos matrica, matrica-stulpelj X = (z1,z9, - xn)T

— nezinomuygy vektoriumi, desiniyjy sistemos lyg¢iy pusiy koeficienty

. . T R . .
matrica-stulpelj B = (by,by---b,)" — dediniosios sistemos pusés
koeficienty vektoriumi.

Tada sistema ekvivalenti matricinei lygé¢iai

AX =B
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Pastaba. Sios matricy lygties kairioji pusé pusé f (X)=AX irgi
yra tiesiné funkcija.

5.1. Atvirkstinés matricos metodas

Tarkime, sistemos matrica — kvadratiné:

A= (aij )nxn
Tarkime, toji matrica neiSsigimusi:

det A#0

Tuomet taip, kaip sprendziame jprasta vieno nezinomojo tiesine

lygti
ar=0b, x=a"'b

galime iSspresti ir matricine lygtj:
AX =B, X=A"'B

Isties, padaugine abi lygties puses i8 kairés i$ atvirkstinés matricos
A~!, gauname:

AN AX)=(A"AX =EX=X=A"'B
Kaip zinome, atvirkstiné matrica yra vienintelé, todél siuo at-

veju (det A # 0) sistemos AX = B sprendinys X = A~!B yra vie-
nintelis jmanomas. Sakome, kad sistema turi vienintely sprending.

Pavyzdys. ISspreskime atvirkstinés matricos metodu paprasta
dviejy nezinomuyjy tiesine sistema

r—2y =0,
r—y=1.

44



arba

(v 3)(0)=(1)

. . 1 -2 . . .
Sistemos matrica A = 1 1 >, nezinomyjy vektorius X =
< z ),deélmosms sistemos puseés koeficienty vektorius B = < 1)

-1

Atvirkstine sistemos matrica A~1 = < 11

> , sistemos spren-

dinys

T -1 2 0 2
()51 0)-()
Taigi, sistemos sprendinys (2,1) (t.y., z =2,y = 1).

5.2. Kramerio formulés

Apskaiciuokime tiesiniy lygciy sistemos, kurios matrica — neissi-
gimusi, sprendinj, gauta atvirkStinés matricos metodu, iSreiksti-

All A21 Anl
niu pavidalu: X = A-l. B = \_ill 1'4'1'2 1_4.2_2 An2
Aln A2n ATm
Ap1bg
b !
by | 1| 3 Akaby
] T4 k=1 ’
by, n
> Apnbi
k=1
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t.y.,

> Apiby
1 kﬁl
xI9 _ L Z Akgbk
.. Al k=1
‘TTL n
> Apnby
k=1
Vadinasi,

1
|Al
Pazymékime Dj, determinanta, gauta i$ sistemos matricos A deter-

minanto |A| = D, k-ji jos stulpelj pakeitus laisvyjy nariy stulpeliu
B:

z; (A1jbr + Agjbg + -+ + Apjbn)

ajr a2 - AQig—1 b1 Qg1 - Qi
a a o« e (1/ _ b a .« .. a
D, = | %21 a2 2k—1 02 2,k+1 | g
apl ap2 -+ OGpk—1 bn pk+1 *°°  Gpn
Tada
Dy Do D,
nE=pnrT T pree T

Sios formulés vadinamos Kramerio formulémis.
Pavyzdys. [8spreskime sistemag

xr—2y =0,
x_y:17

naudodami Kramerio formules.

46



. . 1 -2 . .
¢ Sistemos matrica A = ) , jos determinantas D = 1,

1 -1

determinantai i§ Kramerio formuliy

0 -2 10
Dl_'l _1‘_22,92_‘1 1‘_1
Vadinasi,
D2 o D1,
_D_l_’y_D_l_
¢

5.3. Gauso metodas

apry + ajp®s + - + a1pTy = by,
a121 + a2 + -+ + agpn = by,
Am1T1 + Q22 + - - + AmanTy = by,
Jei prie antrosios lygties abiejy pusiy pridétume pirmosios lygties,
a
padaugintos i —ﬂ, toje lygtyje nebelikty nezinomojo x1, ir pir-
a

11
mosios dvi lygtys atrodyty Sitaip:

a11x1 + a2 + - - + a1p®, = by,

Aoy + - -+ + a3, Ty = by.

Suprantamas, kad tie nezinomyjy rinkiniai (z1,x9,...,2,), kurie
tenkina pradines dvi sistemos lygtis, tenkina ir Sias dvi.

Ekvivalenciomis sistemomis vadinamas sistemas, turincias tas
pacias sprendiniy aibes.

Tiesiniy lygciy sistemy elementariaisiais pertvarkiais vadiname
pertvarkius, kuriuos atlikus, gauname ekvivalen¢ia pradinei siste-
ma. ISvardinkime elementariuosius sistemos pertvarkius:

47



1) abiejy lygties pusiy dauginimas i§ nelygaus nuliui skai¢iaus;
2) lygties keitimas kita lygtimi, gauta sudéjus tos bei kurios nors
kitos lygties kairigsias ir deSiniasias puses;
3) dviejuy lygciy keitimas vietomis sistemoje.

Atlike eile elementariyjy sistemos pertvarkiy ne tik su antraja,
bet ir su kitomis sistemos lygtymis, gautume ekvivalencia pradinei
Sitokia sistema

a1y + a12x2 + -+ A1rTy + -+ ATy — bl,
222 + -+ + A2, Ty + - - + A2,T, = bo,

AppZyp + -+ + QppTp = b?“7

0= bT+17

0= bm.

Tokia sistema vadinama trapecine sistema.

Kai r = m = n, trapecinés sistema pavirsta trikampe sistema:

ai1r] + a2 + a13x3 - + aypx, = by,
(2272 + A13L3 -+ - + agpx, = by,
Qpr—1,r—1Tr—1 + Qr—17rLy = br—l:

Arr Ty = by,

Tarkime, kad a,, # 0. Tada i$ paskutiniosios Sios sistemos lygties
gauname x, = —. [state rastaja x, reikéme j priespaskutine lygti,
Qpy
jei ar—1,—12,—1 # 0, i§ tos lygties randame x,_1, ir taip toliau.
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Akivaizdu, kad, kai a; # 0,Vi = 1,2, ..., r, sistema iSsprendziame
ir gauname vienintelj sprendinj.

Jei trapecinéje sistemoje bent vienas i$ koeficienty b,41, by42,
-+, by, nelygus nuliui, sistema neturi sprendiniy. Tokia sistema
vadinama nesuderinta.

Tarkime, kad b,41 = by42 = ... = by, = 0. Tokia sistema, kai
r < n, turi be galo daug sprendiniy.

Gauso metodo esmé — elementariais pertvarkiais sistema pa-
keisti ekvivalendia, uzraSyta trapeciniu pavidalu.

Tiesiniy lygciy sistemos iSpléstgja matrica vadinsime sistemos
matricag A, papildyta sistemos deSiniyjy pusiy stulpeliu B. Ja
Zymeésime A|B.

Nesunku suprasti, kad, vietoj to, kad atlikti elementriuosius sis-
temos pertvarkius, galima atlikti analogiskus sistemos ispléstosios
matricos eiluc¢iy pertvarkius, siekian gauti jos trapecinj pavidala.

I8vardinkime elementariuosius matricos pertvarkius:

1) visy matricos eilutés elementy dauginimas is nelygaus nuliui
skaiCiaus;

2) vienos matricos eilutés elementy, padauginty i$ nelygaus nuliui
skaiCiaus, pridéjimas prie bet kurios kitos matricos eilutés;
3) dviejy matricos eiluciy keitimas vietomis.

Pastaba. Véliau, kai skai¢iuosime matricos ranga, tokie per-
tvarkiai bus galimi ir su matricos stulpeliais, dabar gi - tik su jos
eilutémis, nes jie atitinka elementariuosius lygéiy sistemos pertvar-
kius.

Pirmasis iSpléstosios sistemos matricos pertvarkymuy etapas -
gauti nulinius elementus pirmajame matricos stulpelyje (jei a1; =
0, sukei¢iame vietomis sistemos lygtis, tuo paciu ir matricos eilu-
tes):

a1 aiz -+ ay by a1 a2 - ai,  b]
a1 asy v aon bg - 0 CLSQ ce a§n b;
Aml Am2 °  Amn bm 0 a:n2 U a:n,n b;kn
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o —1 .
Cia a,’;j =ag; —ajjapa;;, k=2,....m, j=2,...,n.
Gauso metodo antrajame etape nagrinéjame matrica

* * *

asy  crr ay, by
.. ,

* * *

A2 " Qpp bm

kurioje yra viena eilute maziau. Taip po m zingsniy gausime tra-
pecine matrica:

air a2 -0 ay v Ay by

0 a3 - a3 - ay, b

Ar = 0 0 ay, ay, b
0 0 0 0 b,

0 0 0 - 0 b

Is sios matricos lengvai gauname auksc¢iau minétaja trapecine sis-
tema, ir atvirksciai.
Tiesiniy lygciy sistemas suklasifikuokime:

sistema sistema
suderinta, nesuderinta,
turi sprendiniy neturi sprendiniy
sistema sistema
apibrézta, neapibrézta,
turi vienintelj turi be galo daug
sprendinj sprendiniy

5.4. Matricos rangas

Prisiminkime, kad m X n matricos
aiyr - Qlp
A=

Aml - Amn
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r-osios eilés minoru vadinome r X r determinanta, sudaryta is
matricos elementy, esanciy pasirinktyjy r eiluciy i1,49, -+ , 4, ir 7
stulpeliy j1, jo, - - , Jr sankirtoje:

Qjrjr Qigje - Qi

Qi Qi i PR Qi i
My = | 0 e R,

@iy Qipgy 0 Qi

r < min{m,n}.

Apibrézimas. Didziausio nelygaus nuliui minoro M, eilé r
vadinama matricos rangu:

rangA = max r.

M, #0
Pavyzdziai
1 0 0 0
1. Matrican A= 0 1 0 0 | turivieng nelygy nuliui ant-
00 00
ros eilés minora, o visi treciosios eilés minorai lygus nuliui. Todél

rangA = 2.
1 2 3
2. Matricos B = 2 4 6 eilutés proporcingos, todél
3 69

ne tik treciosios eilés minoras (pati matrica), bet ir visi antrosios
eilés minorai lygus nuliui. Tuo tarpu visi pirmosios eilés minorai
(matricos elementai) nelygus nuliui. Todél rangB = 1.

Apibrézimas. Matricos A ir B, gaunamos viena i$ kitos
elementariaisiais pertvarkiais, yra vadinamos ekvivalenciosiomis:
A~ B.

Teorema. Ekvivalen¢iyjy matricy rangai yra lygus.
¢ Teoremos teiginio jrodymas sekas is to, kad kvadratinés matri-
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cos elementarieji pertvarkiai nelygy nuliui jos determinanta palieka
nelygiu nuliui, o lygy nuliui — lygiu nuliui. ¢

Skirtingai negu sprendziant tiesiniy lygéiy sistemas Gauso ir
Gauso-Zordano metodais, apskaiCiuojant matricos ranga elemen-
tariuosius matricy pervarkius galima atlikti ne tik su matricos ei-
lutémis, bet ir su stulpeliais - nes transponuojant matrica jos de-
terminantas nekinta.

Teorema. Bet kuri rango r matrica A yra ekvivalenti r-osios
eilés vienetinel matricai E,.
O rangE, = r, nes |E,| = r, vadinasi, A ~ FE, .4 Kadangi
sukeitus vienetinés matricos stulpelius arba eilutes vietomis, jos
determinantras tik keiCia zenkla, galime pasirinkti tokj matricos
matricos rango skaiciavimo buda: elementariaisiais matricos per-
tvarkiais visus jmanomus matricos elementus pavercéiame nuliniais,
nenulinius — vienetais, matricos rangas lygus ty vienety skaiciui.

Pavyzdys

1 1 2 3 4 1 2 3 4

5 7 4 4 4 4 1~ 44 4 4|~

9 10 11 1 2 4 4 4 4 00 00
1 2 3 4 11 2 3 0100
11 11 1 000]~11000
00 00 0000 00 00

5.5. Gauso-Zordano metodas

Trapecine matrica A elementariaisiais matricos pertvarkiais ne-
sunku pertvarkyti j dar patogesnj pavidala:
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!
ayy

0

0

0

!
A1r41
/
A2 41
/

arr-‘,—l
0

0

0

/

1
/
2

/
br
*
r+1

b

Tokj gausime r-aja eilute pridédami prie aukstesniyjy, pries tai
padaugine i8 tinkamo daugiklio, sieckdami, kad nezinomojo x, ko-
eficientai virsty nuliais, o po to ir pacia r-gja eilute padaugine is
a;*r_l. Po to analogigkai r + 1-sios eilutés pagalba pertvarkome
vir§ jos esancias eilutes. Po r — 1 etapy gauname tokj sistemos

iSpléstosios matricos pavidala:

1 0 e 0 a/lr-i-l a/ln bll

1 e 0 a,2r+1 a,2n bl2

A/T = 0 0 T 1 a;r+1 e a;"n b;“
0 0 -~ 0 0 0 b,

O 0 --- 0 0 - 0 b,

Kairiajame virsutiniame matricos kampe matome r X r vienetine
matricag. Tarkime, kad b}, = 0, k = r 4+ 1,--- ,m, tada tiesiniy
lygciy sistema suderinta. Sios matricos r-aja eilute atitinka tokia
lygtis:
Ty + ALy 1 Tpp1 + oo+ A, Ty = b
Is ¢ia
/

/ /
Ly = br T Qpp 1 Tr+1 = 00 T Gy

Is aukstesniyjy matricos eilu¢iy ir jas atitinkanciy lygciy vienarei-
k$migkai randame kitus nezinomuosius:
_ b/ _ / _ _ / k
L = Op = Q1 Tr41 =+ = QppTn, K <T
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Nezinomieji z,41, -+, x, vadinami laisvaisiais sistemos kintamai-
siais — kokios ju reik§més bebuty, (1, , &y, Tpy1, -, Tp), kKur
vietoj x1,--- ,x, jraSytos rastosios juy iSraiskos laisvaisiais kinta-
maisiais T,11, -+, Tn, yra tiesiniy lygéiy sistemos sprendiniai.

5.6. Bendrasis tiesiniy lygciy sistemos sprendinys
Tarkime, kad tiesiniy lygéiy sistema turi m lygé¢iy ir n nezinomuyjy

1121 + aja®2 + -+ + a1pxy = by,

a21%1 + a2 + - - + agp Ty = ba,

Am1T1 + AmaX2 + -+ + AmpTp = bm:

jos iSpléstoji matrica yra

air - am b

a .. a b
@s = T

ml * Amn b

A - sistemos matrica, B - deSiniosios sistemos pusés nariy stulpelis.

Kronekerio-Kapelio teorema. Tiesiniy lygéiy sistema yra
suderinta (turi sprendiniy) tada ir tik tada, kai rang A = rang (A|B).
Sistema yra apibrézta, kai rang A = n.
¢ Teoremos teiginio teisinguma galime stebéti spresdami sistema
Gauso-Zordano metodu. ¢

Apibrézimas. Bendruoju sistemos sprendiniu vadiname israigka,
apjungiancig visus sistemos sprendinius.

Tarkime, kad tiesiniy lyg¢iy sistema suderinta, rangA = rang(A|B) =
r. Vadinasi, yra r-osios eilés matricos A minoras M, # 0. Sj mino-
ra vadinkime baziniu). Tarkime, kad jis yra kairiajame vir6utiniame
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matricos A kampe. Tai visada galime pasiekti keisdami keisdami
lygtis vietomis bei kintamujy x1, xo, - -+, x, indeksus. Jei r < m,
sistemoje yra lygc¢iy, kurios gali buti pasalintos elementariais per-
tvarkiais (sprendziant sistema Gauso metodu, jas atitinka nulinés
eilutés). Todél sistemoje palickame r lygéiy. Jei n = r, sistemos
matrica yra kvadratiné ir det A # 0. Tokia sistema turi vienintelj
sprendinj, kurj galima rasti Kramerio metodu.
Isnagrinékime atvejj, kai n > r, ir perrasykime sistema taip:

a11x1 + a1px2 + -+ a,Ty =01 — Q141 Trp1 — o ATy,
a21x1 + a2 + -+ + a2, Ty = by — A2, 41Tyl — - A2p Ty,
ap1T1 + AraX2 + -+ -+ Qpon®y = br — Qrr41Tr41 — 0 Qrp L.
Kintamieji 41, Tpyo, -+, Ty yra laisvieji, o kintamuosius 1,
T9, -+, xr vadinsime baziniais. Tokiu b8du, baziniy kintamyjy
yra r = rang A, o laisvyjy kintamyjy n — r. Pazymékime ¢; =
n
bj— > ajpry. Kadangi M, # 0, gautaja sistema galime iSspesti
k=r+1

Kramerio formulémis

a/].l .. cl ... a’i?“

x; =
J
M,

a?”l .. CT ... aT’T’

Skleisdami Siuos determinantus j-ojo stulpelio elementais, gauna-
me bendrojo sprendinio formules:

x]:d_?+/yr+1xT+l++d§L$na j:1727"'7r7

J
¢ia dg-, t=r+1,74+2,...,n — priklauso tik nuo koeficienty a;;, o
d? — dar ir nuo by, bo, - -, b,. Kai laisvieji kintamieji @41, -+,

igyja konkrecias reikSmes, gauname sistemos atskirqjs sprending.
Taigi kai bent vienas koeficientas d;" # 0, sistema turi be galo daug
sprendiniy.
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Pavyzdys
T+Y+z—w=2,
r—y—z+w=0.

T+y=2—-z2+w,
T—Y=z—w.

‘2—2—1—11) 1‘
z—w —1
T = =1,
1 1
1 -1
1 2—z4w
1 Z—w ) n
—= == —Z w.
4 11
1 -1

Bendrasis sprendinys (z,y,z,w) = (1,1 — z + w, z,w). Pasirinke
laisvyjy kintamuyjy reikSmes z = 1, y = 2, gauname vieng atskirqjj
sprending (1,2,1,2).

Sistema, kurios visy lygé¢iy deSiniosios pusés lygios nuliui, va-
diname homogenine lygciy sistema.

1121 + aja®2 + - - + a1pxy = by,
a21%1 + a2 + - - + agp Ty = ba,

Am1T1 + AmaX2 + -+ + AppTp = bm:

Homogeniné sistema visada yra suderintoji — turi nulinj sprendinj,
kuris dar vadinamas trivialiuoju sprendiniu.
Jei rangA = r, bendrasis sprendinys

r+1 r+2 .
Tj=c; Ty + a:r+2+---+c;?,j =1,2,...,r.
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Fundamentalioji sprendiniy sistema

0 0 0 0 0
ot ot o et o
1 ; 0 ; 0 ) , 0 , 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
Pazymeéje Siuos atskiruosius sprendinius X, Xo, -+, X,—_,, bet

kurj homogeninés sistemos sprendinj galime uzrasyti taip:

(351 o - xn)T =01 X1 +CoXo+ -+ Cn—an—ra

¢ia Cj — bet kokie skaliarai.
Homogeniné sistema turi vienintelj nulinj sprendinj tada ir tik
tada, kai rang A = n.

Bendrojo sprendinio struktura

Nehomogeninés Homogeninés Nehomogeninés
lygties lygties lygties
bendrasis = bendrasis + atskirasis
sprendinys sprendinys sprendinys
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